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Berichtigung der Unstimmigkeiten bei der Anwendung einer
Naherungslosung nach Irwin auf Oberflachenrisse

M. Prodan | H. Decker

Es wird die Bruchmechanik aus der Sicht der Materialpriifung und der Anwendung auf Bauteile in der Praxis besprochen.
Einige mathematische Unklarheiten werden richtiggestellt, die sich in der angewandten Bruchmechanil verbreitet haben.
Betrachtet wird eine auf Zug beanspruchte und mit einem Oberflichenrif behaftete Platte.

Correction des écarts lors de I’application d’une solution approchée du type d’Irwin pour des fissures de surface. La mé-
canique de rupture sera traitée dans I’optique de I’essai des matériaux et de I’application pratique concernant des éléments
de construction. On éclaircit, du point de vue mathématique, quelques points obscurs qui §°étaient répandus dans la mé-
canique de rupture. Dans cet exposé, on observe le cas d’une plaque mise sous contrainte et comportant des fissures de

surface.

Rectification of discrepancies in the application of Irwin’s approximate solution to surface cracks. Fracture mechanics is
discussed from the viewpoints of materials testing and application, i.e. how to transfer the results to a real component.
Mathematical discrepancies are clarified, which are widespread in applied fracture mechanics. A part-through crack is

examined in a plate in tension.

Das Modell

Um die Bedeutung des Modelles hervorzuheben, sei die
Bruchmechanik aus zweierlei Sicht, der Materialpriifung
und der Anwendung, kurz besprochen. Dem Material-
priifer ermdglicht die Bruchmechanik, die Bruchzdhigkeit
eines Werkstoffes zu bestimmen. Im linear-elastischen Fall
handelt es sich dabei um den kritischen Wert des Span-
nungsintensititsfaktors K. Fiir die Bestimmung dieses
Werkstoffkennwertes stichen dem Materialpriifer geeichte
Proben und genormte bruchmechanische Priifvorschriften
zur Verfiigung.

Fiir den Anwender ist die Sache damit noch lange nicht
erledigt. Die Proben der Materialpriifung sind stark ver-
einfacht, verglichen mit den in der Praxis vorkommenden
Bauteilen hinsichtlich Abmessungen, Geometrie und Be-
lastung. Der Anwender steht vor der Frage: Wie kann er
die an Proben ermittelten Kennwerte flir seine Bauteile
verwenden ?

Hinter dieser Fragestellung verbirgt sich eine komplexe
Problematik. Man fragt nach der Geometriecabhingigkeit
der kritischen Bruchzihigkeitswerte (im linearelastischen
Fall: K;) sowie nach dem Zusammenhang zwischen den
Bruchparametern (im linearelastischen Fall: K;) und der
Belastung des Bauteils.

In der Regel lassen sich diese Fragen in Form von exak-
ten analytischen Ldsungen nicht beantworten. Daher ist
man auf die Verwendung von Modellen angewiesen. Wei-
terhin gibt es noch die Mdoglichkeit, aufwendige numeri-
sche Berechnungen zum Beispiel nach der Methode der
finiten Elemente durchzufiihren. Solche Berechnungen
sind aber einerseits sehr kostspielig, andererseits liefern
sie nur Losungen fiir den behandelten Einzelfall, das

heilit, die Resultate lassen sich nicht oder nur begrenzt
verallgemeinern.

Bei der ersterwdhnten Behandlung von RiBproblemen
fingt man verstdndlicherweise mit dem Modellieren relativ
einfacher RiB3- und Geometriekonfigurationen an. Danach
sollte eine Erweiterung zu komplizierteren Anordnungen,
die in der Praxis hidufiger vorkommen (z.B. nichtdurch-
gehende anstatt durchgehende Risse usw.), als nichste
Ausbaustufe folgen.

Die in Abbildung 1 gezeigte Anordnung zeichnet sich
durch mehrere Vorziige aus und gehort daher zu den fort-
geschrittenen Modellen. Sie ermdglicht eine anschauliche
Diskussion der Anwendung auf Druckbehilter. Von den
in Bauteilen moglichen Oberflichen- und Innenfehlern

a)

Abb. I Halbelliptischer Oberflichenril in einer auf Zug bean-
spruchten Platte
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stellt sie den ersteren dar (Oberflichenfehler sind ungiin-
stiger fiir den Sprodbruch als Innenfehler). Reale Ober-
flichenrisse lassen sich niherungsweise durch eine halb-
elliptische Form beschreiben. Weitere Merkmale des Mo-
delles sind: Der Fehler liegt rechtwinklig zur Oberfliche
und rechtwinklig zur grofiten Zugspannung. Der Fehler ist
flach, und die RiBufer laufen unendlich spitz zusammen.

Die Irwinsche Niherungsldsung, die im folgenden be-
handelt wird, gilt strenggenommen nur fiir Risse in ebenen
Platten. Auf die sich daraus ergebenden Schwierigkeiten
bei der Anwendung auf zylindrische Winde wird nicht
eingegangen.

Die Formel nach Irwin

Zur Berechnung des Spannungsintensititsfaktors fiir den
halbelliptischen Ri von Abbildung 1 146t sich aus Litera-
tur [1] folgende Formel ableiten:

0w 2 %
mit
2
O <=0 213 (;i) 2)
und
n/2 5 y
® = f [sin2 o+ (%) cos’ (p] de 3)
J )

K; = Spannungsintensitdtsfaktor

Q = Rififormfaktor

D elliptisches Integral zweiter Gattung

s = Fliespannung

Ubrige Bezeichnungen nach Abbildungen 1 und 2,

Man findet in der Literatur zwei verschiedene Defini-
tionen fiir den Spannungsintensititsfaktor, Sowohl () in
Literatur [1] als auch K, der spiter in der Bruchmechanik
vorwiegend Verwendung gefunden hat, wurden auf Grund
des sogenannten Griffith-Risses definiert. Der Griffith-Ril}
ist ein Durchri der Linge 2¢* in einer unendlichen
Scheibe unter einachsiger Zugspannung o.

Dafiir gilt:
Xy =o./a* (4a)
K; = oy/ma* (4b)
also
K =00 Jn (5)

Der Faktor ~/m ist nur aus mathematischen Zweck-
miBigkeitsgriinden in Gleichung (4b) eingefiihrt worden.
Er hat keinerlei physikalische Bedeutung. In manchen
Darstellungen fehlt er, so auch in Literatur [1]. Man sieht
dies, wenn man in der dort angegebenen Referenz [3]
nachschaut. Hier ist (; wie in Gleichung (4a) definiert.

Als Ausgang fiir die Ableitung von Gleichung (1) diene

gt ra
GIzn(l v)cr(

5 5? Z) (a®cos® p+c*sin® @) (6)

G; = RiBerweiterungskraft
r = Poissonsche Zahl

E = Elastizititsmodul
Siche Literatur [1].

Mit
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folgt
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gl 7;51 [(E) cos® @ +sin® ga] (8)
@ C:
Fiir den Fall @ ==/2 ergibt sich
.}
g mna
K= = Kin ©)
Gleichung (9) in Gleichung (8) eingesetzt:
2 a ? v
Ki=K7 ., [(_) cos” ¢ +sin® qp] (10)
‘ ¢

Unter Beriicksichtigung des Einflusses der vorderen und
hinteren freien Oberflichen sowie einer Plastizititskorrek-
tur in Literatur [1] nimmt Gleichung (9) folgende Form
an:
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(11)

Gleichung (11) in Gleichung (10) eingesetzt, ergibt
Gleichung (1).

Es miissen bestimmte Voraussetzungen erfiillt sein, da-
mit die Formel (1) gilt. Diese Voraussetzungen werden in
der Originalarbeit [1] und auch anderswo in der Literatur
behandelt. Im vorliegenden Aufsatz soll nicht der Giiltig-
keitsbereich der Formel, sondern einige Unstimmigkeiten
bei ithrer Anwendung sollen besprochen werden. Diese Un-
stimmigkeiten haben sich bei den Anwendungsbeispielen
in der Literatur ziemlich verbreitet. Das ist eine Folge da-
von, dafl man sich nur mit den Endformeln und nicht mit
ihrer Ableitung beschiftigt hat.

Die Unstimmigkeiten

Irwin beschrieb die Halbellipse, die den Ril} darstellen soll,
mit karthesischen Koordinaten und in der parametrischen
Form:

(12)
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Abb. 2 lllustration zum Winkel y und elliptischen Integral zweiter
Gattung @
X, =a-sing . (13a)
Z,=¢C"CoSQ (13b)

(vgl. Abb. 1 und 2)

Der Winkel ¢ wurde von den Anwendern der Formel (1)
falsch interpretiert. ¢ bedeutet nicht den zum betrachteten
Punkt P(x;. z;) der Rillifront zugehorigen Polarkoordina-
tenwinkel (s. A4bb. 2). Dieser Winkel ist . Zwischen ¥ und
o besteht nach Abbildung 2 und den Gleichungen (13a)
und (13b) folgender Zusammenhang:

a

tanyp = - -tan¢@
¢

(14)

Nur fiir die Punkte der RiBfront an der vorderen freien
Oberfliche und fiir den Punkt, der am weitesten in die
Scheibe hineinragt, gilt, dal ¢ = ¢. Wenn man aber auch
fiir Zwischenpunkte an der Rififront den dort vorhande-
nen lokalen Spannungsintensitiatsfaktor K; = K;(y) ermit-
teln will, so ist zusitzlich zu Gleichung (1) auch Glei-
chung (14) zu beriicksichtigen.

Das elliptische Integral zweiter Gattung

Integrale der Form
/2

@ = [\/1—k?sin* §d9 (15)
0

<1, k, = TP <I
k = Modul des elliptischen Integrals

heillen vollstindige elliptische Integrale zweiter Gattung.
Derartige Integrale lassen sich nur iterativ bestimmen.

In Literatur [2] wurde @ mit Hilfe der Bartky-Transfor-
mation ermittelt.

Zunichst mufl @ aus Gleichung (3) auf die Form von
Gleichung (15) gebracht werden. Aus Literatur [1] 148t
sich entnehmen:

n/2
g== 2.4 16
= o (16)
0
Mit einem Winkel 3 = /2 — ¢ (siehe 4bb. 2) gilt fiir @:
nf/2
gk |1, 45 i
T c)dg an
0
dadd=—deg.
Fiir x; und z, gilt:
xy=a-cosd (18a)
zy =c¢-sind (18b)
Das Bogenelement bestimmt sich zu:
2 2
ds = J o, 5 920\ g =
ds dd
= a*sin? 8+ ¢? cos> 9d9 (19)
Aus den Gleichungen (19) und (17) ergibt sich Glei-
ct—g?

chung (15) mit k* = und

CZ

=ik =2<1
C

SchluBbemerkungen

Die mathematischen Trockeniibungen dieses Aufsatzes
diirften in zweierlei Hinsicht nicht uninteressant sein: er-
stens im Hinblick auf die Ermittlung des Verlaufs des
Spannungsintensititsfaktors entlang der Rillfront (wichtig
z. B. fiir die Erfassung der Entwicklung der Rilform wih-
rend eines stabilen oder instabilen Wachstums), zweitens
darauf, was die Handhabung von @ betrifft. Es gibt dies-
beziiglich einige Widerspriiche in der einschligigen Lite-
ratur. Besonders dann, wenn man € durch eine Formel
explizit bestimmen muf und nicht auf tabellierte oder gra-
phische Werte zuriickgreifen kann.
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